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ВСТУПЛЕНИЕ 

Задание 14 Единого государственного экзамена по математике – это задание 

повышенного уровня сложности, представляющее неравенство или систему 

неравенств, содержащее рациональные, иррациональные, показательные, 

логарифмические или модульные выражения. При решении этих неравенств я 

должна показать знания теорем о равносильности неравенств определенного вида, 

умения использовать стандартные и нестандартные методы решения. 

При решении неравенства допустимы любые математические методы – 

алгебраический, функциональный, графический, геометрический и т.д. 

При алгебраическом подходе выполняют равносильные преобразования 

неравенств, в частности, тождественные преобразования отдельных выражений, 

входящих в неравенство. 

При функциональном подходе используют свойства функции (монотонность, 

ограниченность и т.д.). В некоторых случаях алгебраический и функциональный 

подходы взаимозаменяемы. 
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РАДЕЛ І 

Методы решения показательных и логарифмических неравенств 

Рассмотрим основные методы решения показательных и логарифмических 

неравенств, которые встречаются в Едином государственном экзамене по 

математике, а именно, в задании 14. 

Напомню, что решением неравенства с неизвестным х называют число, при 

подстановке которого в это неравенство вместо х получается верное числовое 

неравенство. Решить неравенство – значит найти все его решения или показать, 

что их нет. 

При подготовке по данной теме особое внимание следует уделить 

применению метода интервалов. 

1.1. Метод интервалов 

Решение неравенств методом интервалов опирается на свойства функций, 

связанные с изменением знаков функции. 

При решении неравенств методом интервалов можно придерживаться 

следующего алгоритма. 

1. Записать данное неравенство в виде   0f x  или   0f x , аналогично для 

нестрогих неравенств. 

2. Найти ОДЗ неравенства. 

3. Найти нули функции:   0.f x    

4. Отметить нули функции на ОДЗ и найти знак функции в каждом 

промежутке, на которые разбивается ОДЗ. 

Заметим, что при решении неравенств   0f x   или
 

 
0

P x

Q x
  методом 

интервалов, где символ " " заменяет один из знаков неравенств:

" ",  " ",  " ",  " "   , можно обойтись без промежуточных вычислений, если 

выражение  f x  или 
 

 

P x

Q x
 содержит все линейные двучлены с положительными  

старшими коэффициентами или записано в каноническом виде: 
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1 2

1 2

1 2

...
...  или 

...

n

n

m

x a x a x a
x a x a x a

x b x b x b

     
     

     
. 

В этом случае на самом правом промежутке двучлены положительны, а 

значит, выражение  f x  или 
 

 

P x

Q x
 положительно. Далее на промежутках 

расставляют знаки в соответствии с правилом знакочередования. 

Пример 1. Решить неравенство 
2

3 2 50 7
8 1.

7

x x
x x

x

 
  


  

Решение. 

   

2 2 2
3 2 3 2 3 2

3 2 2 4 3 2

50 - 7 7 50 50
8 1 8 1 0 8 0;

- 7 7 7 7

7 8 7 50 6
0 0.

7 7

x x x x x
x x x x x x

x x x x

x x x x x x x x

x x

 
            

  

     
  

 

  

Для решения неравенства воспользуемся методом интервалов. 

1. Обозначим  
4 3 26

.
7

x x x
f x

x

 



 

2.      ;7 7; .D f      

3. Нули функции:  
4 3 26

0,  0.
7

x x x
f x

x

 
 


 

 

4 3 2

2 2

2 2

1 3

2

6 0;

6 0;

 6 0  или  0;

2,                     0.
                     

3;

x x x

x x x

x x x

x x

x

  

  

   

 


 

 

Перепишем неравенство в виде 
  

 

2 2 3
0.

7

x x x

x

 



 

4. Так как в записи выражения  f x  все двучлены записаны в каноническом 

виде, то на промежутке  7;  выражение положительно. Далее расставляем 

знаки, учитывая кратность корней. 

Имеем   0f x   при всех      ; 3 0 2;7 .x       

Ответ:      ; 3 ; 0 ; 2;7 .    
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1.2. Неравенства, содержащие показательные выражения 

При решении показательных неравенств вида        
 и 

f x g x f x g x
a a a a  

используют свойство монотонности показательной функции. 

Если                1,  то  и  .
f x g x f x g x

a a a f x g x a a f x g x    

Если                0 1,  то  и .
f x g x f x g x

a a a f x g x a a f x g x 
 

Решая показательные неравенства, следует знать, что если в левой и правой 

частях показательного неравенства стоят только произведения, частные, корни 

или степени, то данное неравенство можно непосредственно свести к 

простейшему применением опорных формул слева направо или решить 

логарифмированием обеих частей. 

Заметим, что неравенство xa b  при 0b   решений не имеет, а неравенство 

xa b  выполняется при всех .x  действительных значениях. 

Пример 2. Решите неравенство
2 23 2 6 24 0,5 0.x x x x       

Решение. 

2 2 2 2 2 23 2 6 2 2 2 6 2 6 2 2 2 6 2 6 24 0,5 0 2 2 0 2 2 .x x x x x x x x x x x x                      

Показательная функция 2ty  , возрастающая, следовательно  

  

2 2

2

2 2 6 2 6 2;

4 4 8 0;

1 2 0;

x x x x

x x

x x

     

  

  

  

Имеем,  1;2x  . 

Ответ:  1;2 . 

1.3. Неравенства, содержащие логарифмические выражения 

Простейшими логарифмическими неравенствами обычно считают 

неравенства вида    log loga af x g x , где 0, 1.a a   

Для решения простейшего логарифмического неравенства применяем 

равносильные преобразования с учетом ОДЗ, а при переходе от значений функции 

к значениям аргумента (то есть к выражениям, стоящим под знаком логарифма) – 

значение а. 
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Если 1a , то неравенство    

   

 

 

   

 

,
,

log log 0,
0.

0

a a

f x g x
f x g x

f x g x f x
g x

g x


 

  
 

  

Если 0 1a , то неравенство    

   

 

 

   

 

,

log log 0,
0.

0

a a

f x g x
f x g x

f x g x f x
f x

g x


 

  
 



 

Решение более сложных логарифмических неравенств выполняется: 

1. С помощью равносильных преобразований данное неравенство приводится 

к неравенству известного вида: 

 Учитываем ОДЗ заданного неравенства (и избегаем преобразований, 

приводящих к сужению ОДЗ). 

 Следим за тем, чтобы на ОДЗ каждое преобразование можно было 

выполнить как в прямом, так и в обратном направлениях с сохранением верного 

неравенства. 

2. С помощью метода интервалов. 

Пример 3. Решите неравенство 
 

2

1

3

4

3

5

6
log 5 .

3 1x

x x

x

 


  

Решение.  

Для решения неравенства воспользуемся формулой log .n

m

a

m
a

n
   

 

 

  

 

2

1 1

2 6

4
2

3
2

5

2

2

4

6 6 4 6 63log 5 0
1 13 1 3 1 3 3 1 3 1

2 6

4 16 4 3 4
1 0 0 0

1 13 1 3
3 3

3 3

x

x x x x

x x x x x x
x

x xx x

x x x
x x x x x x



        
    



   
      

             
   

  

Используя метод интервалов, получаем    
1

4; 3 ;0 1; .
3

x
 

      
 

  

Ответ:   
1

4; 3 ; ;0 ; 1;
3
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1.4.Метод замены 

Как при решении уравнений, так и при решении неравенств достаточно часто 

бывает эффективным метод замены. Возможны два случая. 

1. В случае, когда неравенство имеет вид    0F f x  , где символ " "  

представляет один из знаков неравенств:" ",  " ",  " ",  " "   , заменой  f x t  оно 

сводится к неравенству (обычно рациональному)   0F t  . Решением последнего 

неравенства относительно t  может оказаться один промежуток или объединение 

нескольких промежутков. Отметим сразу, что при введении новой переменной 

удобно не указывать ее область значений при решении нового неравенства с этой 

переменной. При выполнении обратной замены это нужно учитывать. 

 Если в итоге получают  ;t a b , то далее решают систему неравенств

 

 

,

.

f x a

f x b





 

 Если в итоге получают    ; ;t a b    , то решают совокупность 

неравенств
 

 

,

.

f x a

f x b





 

2. Иногда в сложных неравенствах   0F t   удается достигнуть упрощения 

путем замены  .x f t  В этом случае получается неравенство    0F f t  , которое 

оказывается более простым. Далее после решения последнего неравенства 

выполняется обратная замена. 

Пример 4.Решите неравенство 33 10 3 37.x x      

Решение. 

В первую очередь избавляемся от числовых слагаемых в показателях 

степеней, переносим все члены неравенства в одну сторону и приводим подобные 

слагаемые. 

3 1 270
3 10 3 37 3 10 27 37 0 3 37 0.

3 3

x x x x

x x

               

Пусть 3x t ,тогда неравенство примет вид: 
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2 10 27270 37 270
37 0 0 0 0;10 27; .

t tt t
t t

t t t

  
             

При 0 10t   получим:  3 30 3 10,  log 10,  ;log 10 .x x x      

При 27t   получим:  33 27 3 3 3,  3; .x x x x         

Итак, решением неравенства является    3;log 10 3; .x      

Ответ:    3;log 10 ; 3; .    

1.5.Разбиение области определения неравенства на подмножества 

Разбиение области допустимых значений неизвестной неравенства на 

промежутке позволяет упростить решение некоторых неравенств. В этом случае 

неравенства рассматривают отдельно на каждом промежутке. Данный метод 

позволяет решать логарифмические неравенства.  

Пример 5. Решите неравенство  2 3log 10 3 0.x x     

Решение. 

ОДЗ:  

1
3 ,

10 3 0, 3 10, 3
1

2 3 0, 2 3, 1,5, 1,5;2 2;3 .
3

2 3 1; 2 4; 2;

x
x x

x x x x

x x x


   
   

         
        



  

На данной области определения функция  2 3y log 10 3x x   может как 

монотонно возрастать, так и убывать, а, следовательно, необходимо рассмотреть 

два случая: 

1. 0 2 3 1x    

   
0

2 3

3 2 4,0 2 3 1, 1,5 2, 1,5 2,
.

log 10 3 0; 10 3 1; 3;10 3 2 1 ;x

xx x x
x

x x xx x

   
       

         

  

2. 2 3 1x    

   
 0

2 3

2 4,2 3 1, 2, 2,
2;3 .

log 10 3 0; 10 3 1; 3;10 3 2 1 ;x

xx x x
x

x x xx x

   
       

         

 

Учитывая область допустимых значений неравенства, получаем  2;3 .x   

Ответ:  2;3   
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1.6.Метод рационализации 

Метод рационализации известный в математической литературе под другими 

названиями (метод декомпозиции – В.П. Моденов или метод замены множителей 

– В.И. Голубев) используют для упрощения сложных неравенств, содержащих 

логарифмические, показательные, иррациональные выражения и выражения с 

модулем. 

Метод рационализации заключается в замене сложного выражения  F x  на 

более простое выражение  G x (в конечном счете, рациональное), при которой 

неравенство   0G x   равносильно неравенству   0F x   на области определения 

выражения  .F x  

Данный метод используют для решения неравенств, в которых левая часть 

равна нулю и только с учетом области определения неравенства. 

Выделим некоторые типовые выражения F  и соответствующие им 

рационализирующие выражения G (см. табл.), где , , , ,gf g h p  - выражения с 

переменной  0, 1; 0;g 0x h h f , a  - фиксированное число  0, 0 .a a    

Рационализация функций 

№ Трансцендентная функция Рациональные функции 

1 log loga af g     1a f g    

1а log 1a f      1a f a    

1б loga f     1 1a f    

2 log logh hf g     1h f g    

2а log 1h f      1h f h    

2б logh f     1 1h f    

3  log log 1, 1f gh h g f         1 1 1f g h g f      

4  0f gh h h     1h f g    
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№ Трансцендентная функция Рациональные функции 

4а 1fh     1h f   

5  0, 0h hf g f g    f g h   

6 f g     f g f g    

 

Отметим, что рассмотренный метод рационализации обобщается на 

произведение и частное любого числа типовых выражений. 

Перечислим ряд следствий (с учетом области определения неравенства): 

    

  

  

log log 0 1 1 1 1 0;

log log 0 1 1 0;

0 0;

0 0;

0 1 log log 0.

h p

h p

f g

p q

h p h p

a a

f g f g h p

f g fg h

f g f g

h h f g

h h p q

f g a f g

       

     

    

 
  

 

     

   

В указанных равносильных переходах символ " "  заменяет один из знаков 

неравенств:" ",  " ",  " ",  " "   . 

Пример 6. Решите неравенство    2 3log 2 log 3 0.x xx x      

Решение. 

ОДЗ:    

2 0, 2,

3 0, 3,

2 1; 1;
2;1 1;2 .

2 0, 2,

3 0, 3,

3 1; 2;

x x

x x

x x
x

x x

x x

x x

  
 


 
   

    
 

  
 

    

  

Заменим данное неравенство, используя метод рационализации 

    log log 0 1 1 1 1 0.h pf g f g h p          

Имеем:  

    

    

2 1 2 1 3 1 3 1 0;

1 1 2 2 0;

x x x x

x x x x

        

    
  

Используя метод интервалов и учитывая ОДЗ, получаем    2; 1 1;2 .x      

Ответ:    2; 1 1;2 .     
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РАЗДЕЛ II 

Решение систем неравенств, содержащих показательные и логарифмические 

неравенства  

2.1 Системы показательных и логарифмических неравенств 

Пример 1. Решите систему неравенств 
 

1

12

2

4

36 7 6 1 0,

log 5 3 0.

x
x

x x x





    

    


   

Решение. 

Решим первое неравенство системы методом замены, для этого приведем его 

к одному основанию. 

1

1 22
1 7

36 7 6 1 0 6 6 1 0.
6 6

x
x x x


            

Пусть 6x t  , тогда 

      2 21 7
1 0 7 6 0 6 1 0 ;1 6; .

6 6
t t t t t t t                    

Возвращаясь к обратной замене, получаем:

   
0

1

6 1, 6 6 , 0,
;0 1; .

1;6 6; 6 6 ;

x x

x x

x
x

x

   
       

   
  

Решим второе неравенство системы методом интервалов. 

1.Пусть    2

4log 5 3 .f x x x x      

2.ОДЗ: 

2

2

5 3 0;

3 5 0;

3 29 3 29
0;

2 2

3 29 3 29
; .

2 2

x x

x x

x x

x

 

 

     
     

  

    
  
 

  

3.Нули функции:    2

40,  log 5 3 0.f x x x x       
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 2

1 4

2 0

2

2

3

0 или log 5 3 0;

                 5 3 4 ;

                 3 4 0;

4,
                 

1.

x x x

x x

x x

x

x

   

  

  

 




  

4.С учетом ОДЗ и знака неравенства имеем решение второго неравенства: 

 
3 29

; 4 0;1 .
2

x
  

   
 

  

Объединяя, решения обеих неравенств получаем решение системы 

неравенств:    
3 29

; 4 0 1 .
2

x
  

    
 

  

Ответ:  
3 29

; 4 ; 0;1 .
2

  
  

 
 

2.2.Системы с логарифмами по переменному основанию 

Пример 2. Решите систему неравенств 

3

54
3 29,

3

1
log 0.

4

x

x

x

x



 


   

  

   

Решение. 

Решим первое неравенство системы методом замены. 

54
3 29

3

x

x
   

Пусть 3x t , тогда неравенство примет вид:  

  
   

2 2 2954 29 54
29 0 0 0 0;2 27; .

t tt t
t t

t t t

  
            

Возвращаясь к обратной замене, получаем: 

При 0 2t   получим:  3 30 3 2,  log 2,  ;log 2 .x x x      

При 27t   получим:  33 27 3 3 3,  3; .x x x x         

Итак, решением первого неравенства исходной системы является 

   3;log 2 3; .x      

Решим второе неравенство системы 3

1
log 0

4
x

x


 
 

 
 методом рационализации. 
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ОДЗ:  

1
0,

1,4

3 0, 3, 1; .

3 1; 2;

x

x

x x x

x x


 
 

       
    


 

Заменим данное неравенство, используя метод рационализации 

  log 0 1 1 0.h f f h       

Имеем:  

    
1

1 3 1 0 3 2 0.
4

x
x x x

 
        

 
  

Используя метод интервалов и учитывая ОДЗ, получаем  1;3 .x    

Объединяя, решения обеих неравенств получаем решение системы 

неравенств:    31;log 2 3 .x    

Ответ:    31;log 2 ; 3 .  
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